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Dans toute la suite, on prendra I = [0, 1] et une fonction continue f: I — I.

1 Notations diverses

— Soit n € N*. f™ désigne la composée de f n fois avec elle méme.
— Soit A = [a, b] un intervalle fermé de R. 0A désigne les extrémités de A, c’est a dire 'ensemble {a,b}.

— L’abréviation TVI désigne le théoreme des valeurs intermédiaires.

2 Définitions préliminaires
Définition 1
Soit n > 1. Un point x € I est dit de période n lorsque :

i) fr(z) =z
i) Vk € [1,n — 1], f¥(x) # =

Définition 2 (Orbite)
On définit Porbite d’un point x € I par

O(x) = {f"(2)| n € N}

Définition 3 (Ordre de Sarkovskii)

On appelle Ordre de Sarkovskii I'ordre sur N* défini de la maniére suivante :

3>=-5>=...=2X3>=2%x5>=...=2"%x3=2" x5 ...
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De maniére plus précise (mais moins visuelle) : Soit m,n € N* tels que m # n. Ecrivons :

n = 2%Mg
{ m = gulmp
avec a,b > 1 (nécessairement impairs). On a n > m si et seulement si I'une de ces quatre conditions est vérifiée :
i) a,b=1 et va(n) > va(m)
ii)b=1leta>2
iii) 2 <a < b et va(n) = va(m)
iv) a,b> 2 et va(n) < va(m)

Ensuite, on pose n = m ssin > m oun =m.




Proposition 1

L’ordre de Sarkovskii est une relation d’ordre totale sur N*

Démonstration: Celle-ci est simple mais lourde (il faut distinguer chaque cas), elle est disponible en annexe.



Le but de ce travail est de démontrer le résultat suivant :

Théoréme 1 (Sarkovskii)

Supposons que f admette un point périodique de période n € N*. Alors pour tout m € N* tel que n = m, f
admet un point périodique de période m.

Définition 4 (Graphe orienté)

Formellement, un graphe orienté est un couple (V, E) avec V un ensemble fini et E un sous-ensemble de V x V.V
est appelé I'ensemble des sommets. E est appelé I'ensemble des arétes. Ainsi, un couple (K, K') € E représente
une aréte K — K’

Définition 5 (Graphe de Markov associé & une partition)

Soit n € N*, et (Ir)re[1,n] une suite finie d’intervalles fermés de I d’intérieurs disjoints deux a deux. Le graphe
de Markov associé & (Iy)reqi,n] est le graphe orienté I' dont I'ensemble des sommets est (Ii)pc[i,n). Pour
(k, k") € [1,n]? il y a une aréte I, — I}, si et seulement si Ij; C f(I},).

Remarque 1

Meéme si les intervalles de cette suite ne sont pas tout a fait deux a deux disjoints, on continuera a parler de
partition de I.

Définition 6 (Chemin)

Soit T' = (V, E) un graphe orienté, et soit K, K’ deux sommets de T'. Un chemin de K & K’ de longueur k € N*
est une suite finie (V;);c1,5] de sommets de I' tels que :

=K
Vi = K’
Vie[l,k—1],(Vi,Viz1) € E

Définition 7 (Partie compacte)

Soit C une partie de R. C est dite compacte lorsque pour toute suite (z,)nen d’éléments de C, il existe une
fonction ¢ : N — N strictement croissante telle que la suite (x4(n))nen converge vers un élément de C.

Définition 8 (Partie fermée)

Soit F' une partie de R. F' est dite fermée lorsque toute suite convergente d’éléments de F converge vers un
élément de F.

Remarque 2

Soit A une partie de R. Si A est compacte, alors A est fermée . En effet, soit A une partie compacte et
(7n)nen € AN convergente vers | € R. Comme A est compacte, il existe une extraction ¢ telle que Tyeny — I/

avec I’ € A. Or x4,y — | (suite extraite), donc par unicité de la limite [ = I’, et on a bien .
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Deux résultats importants

Proposition 2

Démonstration: Soit (a,b) € R? tel que J2 = [a,b] Posons {

Soit Jy, Jo deux intervalles fermés de I tels que f(Jy) D Jo. Alors il existe un intervalle J| fermé inclus dans J;
tel que f(J]) = Ja.

Ei={ze 1| f(z)=a}
Ey ={z € Ji| f(z) = b}

E1 et E5 sont tous deux non vides (car a et b sont atteints par hypothese). Montrons qu’ils admettent chacun un
minimum :



n—r00

Soit s1 = inf(E1) et soit (un)nen € EY telle que u, — s1. Soit n € N, on a f(un) = a car u, € E1. Donc
f(un) — a (passage a la limite) Par unicité de la limite et par continuité de f, on en déduit a = f(s1),4.e. s1 € Ey.
n—oo

Donc E; possede un min. De méme pour Fs.

De plus, on ne peut pas avoir égalité des minima (sans quoi un point de J; aurait deux images).

Supposons dans un premier temps que min(FE;) < min(F-) (on applique un raisonnement symétrique si min(E7) >
min(E5)). Posons a = max {z € E; | « < min(E»)}.

noté B

« est-il bien défini? On sait que B est non vide par hypothese (il contient min(E1)). De plus, B est majoré car
B C E; C J1 C I. Donc B admet un sup noté S. Montrons que f(S) =a, i.e S € B.

On sait qu’il existe (un)nen € BN telle que u, — S

n— oo

flun) ——  f(9) (continuité de f)
— ; n—oo
Or Vn € N, f(un) = a (car B C E1). Puis Flun) a (passage & la limite)
n—oo

J1

A minE))  min(E,)

FIGURE 1 — Un exemple de construction dans le cas ou min(E;) < min(Ez)

Donc par unicité de la limite f(S) = a, et ainsi , ce qui autorise a considérer a = S le max de B. Posons
alors 8 = min(E2). On remarque que [a, 3] est non trivial (car « < 3). Montrons que f([a, 8]) = J2, ce qui suffira &
prouver que Ji := [, 3] convient.

Soit x € [« B]. Supposons par absurde que f(z) ¢ [a, ]

yebB
> a = max(B)
ce qui est absurde.

e Si f(z) < a, par le TVI il existe y €]z, 8] tel que f(y) =a. Or z < y < B, donc {
e Si f(z) > b, par le TVI, il existe y €]a, z[ tel que f(y) =b. Donc y € F3. Or y < 8 = min(Es)

: absurde.
Soit y € J2 = [a,b] On rappelle que f(a) = a et que f(8) = b. Comme [ est continue, on a directement par le
TVI lexistence d'un x € [«, 8] tel que f(z) =y

|
Remarque 3

Nous venons de démontrer un résultat préliminaire que I'on utilisera trés souvent dans la suite.
Lemme 1

Ce lemme comporte deux points :



1. Soit J C I un sous-intervalle de I tel que J C f(J). Alors f a un point fixe dans .J.

une suite d’intervalles fermés (J,)nen telle que

Vi e N*, J; D Jit1
Vn e N*, J, C Iy et f*(J,) = I,

De plus, il existe x € I tel que pour tout n € N*, f*(z) € I,

Démonstration :

Jz, € J,f(l'a) =a

Jaxp, € J7f($b) =b

9(xa) = f(xa) —Ta =a— 24 <0 (car a < xq)

g(xp) = flap) —xp =b—xp > 0 (car xp < b)

Donc par le TVI il existe un = € J tel que g(x) = 0, i.e. f(z) = 2. On a alors un point fixe, et le premier point
est démontré.

1. Soit (a,b) € R? tels que a < b et posons J = [a, b]. Par hypothése, on sait que {

Posons alors g = f — Id. on a alors {

2. Nous allons construire par récurrence (Jy)nen*.

* Initialisation : Par la proposition précédente, comme f(Io) D I, il existe J1 C Io tel que f(J1) =11
* Hérédité : Soit n € N* tel que pour tout k < n, Ji ait été construit. Par hypothese, on sait que In41 C fIn).
De plus, la proposition précédente garantit 'existence d’un I, inclus dans I, tel que f(I,) = Iny1
Or par hypothése de récurrence, on sait que f*(J,) = I, D In.
Puis toujours par la proposition 2 : 3 Juy1 C Jn, f*(Jny1) = In
En composant par f on a :
fn+1(Jn+1) = f(fn) = Iny1, puis Jp4+1 C Jn \C// Jo, ce qui achéve la récurrence.

parH.R

Il reste enfin & montrer qu’il existe un point x de Ip tel que Vn € N*f"(z) € I,. La suite (J;);>1 forme une
suite de compacts non vides décroissante pour 'inclusion : en effet, puisque pour tout i > 1, J; est fermé, toute
suite a valeur dans J; est bornée, et on conclut par le théoréme de Bolzano-Wierstrass. Pour n € N, on choisit
un =, € J, (licite car les J; sont non vides). On a (Zn)nen € (IO)N, donc par compacité il existe ¢ : N — N
strictement croissante telle que x4,y — | € R. Soit ¢ € N. Alors s € N, ¢(s) > ¢, puis Vk > s, ¢(k) > ¢, donc
Vk > S, Ty(k) € J¢(k) C Jq.

Enfin, en vertu de la remarque 2, J; est fermé donc | € Jg, et ce pour tout g. Par conséquent, () J; C Io est non
vide, donc on peut choisir z € Iy vérifiant les conditions demandées.

4 Période 3 implique chaos

Le but de cette partie est de démontrer une version plus faible ! du théoréme de Sarkovskii.

Théoréme 2 (Période 3 implique chaos)

Si f admet un point périodique de période 3, alors f admet un point périodique de toute période.

Démonstration : Supposons que fait un point périodique p; de période 3. Supposons aussi que orbite de p; s’ordonne
en p1 < p2 < p3 avec f(p1) = p2, f(p2) = p3 et f(p3s) = p1 (Lautre cas se fait de la méme manieére). On pose
I = [pe,ps] et Io = [p1, p2], on obtient donc la partition ? associée & I’orbite de p1. Or f(p2) = ps et f(ps) = p1, donc
par le TVI, I; UI> C f(I1); de méme, I1 C f(I2). On a ainsi le Graphe de Markov associé :

Cnl s

— Montrons que f admet un point de période 1. D’apres les hypotheéses de départ : I1 U I C f(I1) donc en
particulier Iy C f(I1) et on conclut par la premiére partie du lemme 1.

1. mais un peu plus connue car assez surprenante...
2. ce n’est pas rigoureusement un partition, cf. remarque 1.

2. Soit (I;);en une suite de sous-intervalles fermés de I tels que pour tout i € N, f(I;) D I;11. Alors il existe



— Soit m > 3 et montrons que f admet un point de période m. Pour cela, choisissons dans le graphe de Markov,
le chemin suivant :
L—-L—.—-1—>1L—>1

m—2 fléches

e Par la deuxieme partie du Lemme 1 appliqué a la famille (Ix)ref1,m], on construit J = Jp,. On a
ainsi f™(J) = I, et J C Jy—1 (par construction), donc f™~1(J) C f™ 1(Jy—1) = I. De méme,
vie [1,m—2], J C J;, donc Vi € [1,m — 2], fi(J) C fi(J;) = I.

e Enfin, J C I. Ainsi, J C f™(J). Puis, 3z e J , f"(z) = .

e Montrons que x est exactement de période m. On raisonne par I’absurde.

— Soit i minimal ® dans [1,m — 1] tel que fi(z) = x. Montrons que i divise m. Comme i # 0, on
peut considérer la division eucidienne de m par i :

Ak, r) e N* x [0,i—1],m =ik +r

Or fm(z) = f**+7(z), donc f™(z) = f"(f*(z)). Par une récurrence immédiate fi*(x) = =,
donc f™(x) = f"(x) = x. Nécéssairement, r = 0 sans quoi i ne serait pas minimal.
— Ainsi, 3k € N*, m = ik. Montrons ensuite par récurrence sur ¢ € N* H, : fi9=1(z) = fi=1(x)
x Initialisation : Pour ¢ = 1, c’est immédiat.
x Hérédité : Soit ¢ € N* tel que f9 ' (z) = fi~ (). On a filatD-1(g) = fila-1+i(y) =

9 1(f%(x)). Ainsi, par hypothese de récurrence, f@+)=1(z) = fi=1(z) car fi(z) = .
— Enfin, fm~Y(z) € Iy et fi7Y(z) € I; car i — 1 € [0,m — 2] donc f™Y(z) € [ N Iz = {pa}.
Finalement z = f™(z) = f(p2) = p3. En suivant le trajet de z, f(z) € I donc f(p3) = p1 €
I; —absurde.
— Pour montrer que f a un point de période 2, on regarde le chemin : I — I; — I5 et on conclut de
méme.

3. comme on a raisonné par I’absurde, il s’agit d’une partie non vide de N.
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FIGURE 2 — Le point pl est de période 3

5 Démonstration du théoréme de Sarkovskii

Dans toute la suite, on suppose que f admet un point périodique = de période n > 2. On range alors les points
de O(x) dans l'ordre croissant :
o <X <...<Tp-1

On obtient alors une partition® de I formée par les intervalles fermés [x;, x;11] pour 0 < i < n — 2. On fixe I le
graphe de Markov associé a cette partition. Dans toute la suite, on notera V' I’ensemble des sommets de I'.

4. cf. remarque 1.



Proposition 3
— Supposons qu’il existe un chemin du graphe du type :
I, — Ik+1 e e 4 Ik—i—m—l — I

On suppose aussi que Vi € [k, k+m —1],i # j = I; # I;, et que m < n. Alors, il existe un point de I}
de période m.

— Supposons qu’il existe un chemin du graphe du type :
Iy — Iy — ... — Iy — Iy — ... — I; — I,

On suppose aussi que Vi € [k,j],i # j = I; # I;. Si le chemin est de taille | (c’est-a-dire | fleches), alors
il existe un point de I, de période .

Démonstration :

— De la méme fagon que dans la démonstration "3 implique chaos', on sait qu'il existe y € I tel que f™(y) = y.
Par ’absurde, on suppose qu’il existe i < m tel que f*(y) = y. Alors, de la méme maniére, i|m et par récurrence,
on montre que : Yk € N, f#71(y) = fi1(y). Puis fi(y) = f™(y), donc f (y) € Iyym_1. Dot fi1(y) €
Tegm—1N L1,

* Si Igtm—1NI;—1 =0, on a une contradiction.
* Sinon, I'intersection est réduite & un point de I'orbite, et on peut donc écrire f*~!(y) = x; € O(zx). Donc
y = f(z;) € O(z), on peut donc écrire y = z,. Or, comme m < n, alors par transitivité ¢ < n, et puisque
f*(y) =y, on a une contradiction car y € O(x).
— De méme, on a f'(y) = y. Par 'absurde, on suppose qu’il existe i < I tel que f*(y) = y.
Or i|ll et, Yk € N, f*71(y) = f*~'(y). Enfin, f'(y) = f'(y), donc f*~'(y) € I;. D’ott fi=*(y) € ; N [;_1.
* SiiNLo = (, on a une contradiction.
* Sinon, I'intersection est réduite & un point de I'orbite, et on peut donc écrire f*~!(y) = x; € O(zx). Donc
y = f(z;) € O(z), on peut donc écrire y = x4. Deux cas se présentent :
— Si il n’y a que deux intervalles I, au début du chemin, puisque fl(y) =y, alors [ | n, et de méme,
l—1|n,a cause du chemin :
Ik —)I}H_l —_— ... —)]j —)Ik
C’est absurde car n > 2.
— Siil y a au moins trois intervalles au début du chemin, notons Iy = [z;,2;+1]. On a, comme y suit le

chemin du graphe : y € Iy, f(y) € I, et f(f(y)) € Ix. Sans perte de généralité, supposons que y = ;.
Alors, nécéssairement, f(y) = xj4+1, puis f(f(y)) € {x;,z;4+1}, absurde car n > 2.

|
Remarque 4

La proposition précédente nous servira de nombreuses fois dans la suite pour construire des points périodiques.
Les hypothéses de la proposition peuvent paraitre restrictives, mais elles suffisent pour construire les points
périodiques dont nous aurons besoin.

Lemme 2

11 existe un sommet I, du graphe tel que I'on ait une fleche de I, vers lui méme.

Démonstration : Faisons quelques remarques :

— L’orbite de z est contenue dans [zo,Zn—1]. Comme O(z) est stable par f, f(zo) € O(z) et f(zn-1) € O(x),
d’ott f(xo) > xo et f(zn-1) < Tn-1. Or n > 2 donc f(xo) # xo et f(xn—1) # Tn—1. Finalement, f(zo) > xo et
f(zn-1) < Tp-1.

— On considére £ = {y € O(z)|f(y) >y} . E# @ (x0 € E) et E est fini en tant que sous-ensemble d’un ensemble
fini. Notons zas son max. Montrons que I1 = [z, Ta+1] convient, c’est-a-dire que Iy C f(I1).

o f(xm) € O(z) donc : Ing € [0,n — 1], f(xr) = Zngy- De plus, xny, > zar (car zar € E) done zng > T4
car les (2:);e[o,n—1] sont ordonnés.

e Ensuite, f(zym+1) < zm+1 (car a1 € E et ce n’est pas un point fixe) donc f(zar+1) < zum-



e Soity € Ih. f(xm+1) <am <y <zmt1 < f(zm)doncy € f([xr, xm+1]) = f(11), ce qui acheve la preuve. |l

Dans toute la suite, on fixe un tel sommet Iy = [zp7, Tar41] ‘

Lemme 3

Soit K un sommet du graphe de Markov. Alors, il existe un chemin partant de I et aboutissant en K.

Démonstration : Introduisons d’abord quelques notations :

— Pour ¢ € N*, on note V; 'ensemble des extrémités de chemins du graphe de longueur i partants de I

U,:UK.

Kev;

— Pour ¢ € N* on pose

Avec ces notations, montrons d’abord le résultat suivant. Soit i € N*. S’il existe K’ € V; tel que f(0K') ¢ U;, alors
Vit1 # Vi. Soit donc i et K’ vérifiant les conditions. Remarquons d’abord que :

— Vi # 0. En effet I; € Vi, car on peut reboucler sur I; autant de fois que 'on veut.

— Vi C Viyq 1l s’agit du méme argument, on peut reboucler sur I; au début.
Notons K’ = [z;y,2iy+1] Par le TVI, f(K') est un intervalle, notons le [a,b]. Montrons qu’il existe un intervalle
J" C f(K') dont f(=zi,) est une borne.

— Si f(zi,) = a ou b, il suffit de prendre J' = [a, b]

— Si f(z4) €] a,b] , posons a = M Alors, J' = [f(zs,), @] convient.

Ensuite, f(z:,) € U; (par hypothése). Donc J' € V; , sans quoi f(x;,) € UKEV = U;, ce qui est absurde. Ensuite,
comme l'orbite de = est stable par f :

3k € [0,n — 1], f(zs) T
3j€[0,n=1], f(zig+1) =

Nécéssairement, x; # x, sans quoi |O(z)| # n. Distinguons deux cas :
— Sizp <zj:
e Siz; = k41 : on pose J = [Tk, z;], qui est un sommet de I'.
e Sizj # xp+1, on a nécéssairement xy < Tp41 < x5, on pose alors J = [z, xx+1] De cette fagon, J € V; et
J e Viq
— Sizj < zg @ c’est le méme raisonnement.

On a prouvé le résultat. Enfin, la suite (V;);en+ est croissante pour l'inclusion, et {V; | ¢ € N*} est fini (c’est un
sous-ensemble de ’ensemble des sommets de I', qui est fini). On en déduit que : Jis € [1,n—1], Vi, = Vi, 41. En effet,
il suffit de s’intéresser a la suite (|I,|)nen+ qui est croissante, majorée et & valeurs dans N. Elle est donc stationnaire,
et donc (V;)ien= est stationnaire. De plus, is € [1,n — 1] , car I" contient n — 1 sommets. Finalement, U;, N O(z) est
stable par f, par le résultat intermédiaire prouvé. Donc U;, N O(z) = O(z). V;, est égal a 'ensemble des sommets du
graphe. |

Lemme 4

Supposons qu’il n’existe pas de sommet de T distinct de I; duquel on puisse partir pour aboutir en I (il n’y a
aucune fléche aboutissant en I; sauf la fleche partant de I). Alors :

o Vie[0o,n—1],z; <zy = f(x;) > M
Vie[0,n—1],x; > zp+1 = f(2i) < Ty
— n est pair.
— Il existe un point de I de période 2.
Démonstration :
— Par absurde, suppose qu'il existe i € [0,n — 1] tel que z; < Tm et f(x;) < Tm.
Alors E = {z; < xm|f(x;) < xm} est non vide. De plus, E C O(x), qui est fini. Donc E admet un max noté
zp. Comme xp, € E, f(xp) < xm (1).
De plus, par maximalité de zy, zp+1 ¢ E. Donc f(zp41) > Tm (stabilité de O(x) par f) (2).




Donc par (1) et (2), [f(zb), f(zv+1)] D [2ar, 2ar41] done f([zy, 2o11]) D [f(20), f(zo41] D [2ar, zar41] (par le
TVI).

Dans cette configuration, le graphe contiendrait une fléche [xy, Tp+1] — I1 ce qui est absurde par hypothése.

Donc . L’autre cas (a droite de I,) se fait de la méme maniére. Le premier point est donc démontré.

— Montrons que n est pair. Pour cela, posons ® : {wo,- oo} — Ao, 20}
T; — flxj)
Par i), f({zo,...,zm}) C{xrm+1,...,Zn—1} donc O est bien définie.
En fait, en combinant les deux points de i) il vient que f({zo,...,zm}) = {&m+1,...,ZTn-1}. Ainsi, ¢ est

surjective. L’injectivité vient du fait que I'orbite est stable par f et est de cardinal n. Donc ® est bijective.
Donc en passant aux cardinaux, on a

o, soarH = {oarst, .y @ni}] = p

Or O(z) ={zo,...,zm} U{xrm+1,...,Zn-1} Donc |O(z)| = 2p = n, d’ou

Jo = [Qjo,IM]

ui sont disjoints.
J1 = [Trm41, Tn—1] d J

— Montrons que f admet un point de période 2. Posons {

f(Jo) D Ja
f(J1) D Jo

Soit y € Ji. ko € [m+1,n — 2],y € [Tky, Tko+1]- Par la premiere partie :

{ Jjo € [[07m]]7f(a7j0) = Tko

Jio € [0,m], f(2iy) = Tro+1

Montrons que {

Ainsi y € [f(zjo), f(wio)]
* Siziy < xj, alors [f(zj), f(zi)] C f([ig, Tj50]) C f(Jo)
* L’autre cas (xj, < ¥i,)° se fait de la méme maniére.

Finalement, on a le chemin Jo — J1 — Jo, et on conclut par la proposition 3 qu’il existe un point de période
2. |

Lemme 5

Supposons que f admette un point de période impaire différente de 1. Considérons I'ensemble E des entiers
impairs k > 3 tel qu’il existe un point de I de période k. On suppose dans ce lemme que = est de période
n =min E. Alors :

— Il existe k € N* et une suite (J;)1<i< € (V\{I1})¥ de sommets de T' tels que I'on ait un chemin de la
forme

LhLh—J —...— Jy — 1.

— Si on choisit un tel chemin de taille minimale, alors nécessairement il est de taille n — 1 et il est unique.

Dans Ia suite du lemme, on notera ce chemin

Il HIQ-)...*)In_l—)Il.

— I ne contient pas d’aréte de la forme I; — I}, avec j > 1 et k > 2

— T contient toutes les arétes de la forme I,,_1 — I3; 11 aveci € N et 2i +1 < n.

10



FIGURE 3 — I est donc de cette forme

Démonstration :

— — n est impair, donc par contraposée du lemme 4 : il existe J € V\{I} tel qu’on ait un chemin
J— . ...— 1

— Par le lemme 3, il existe un chemin Iy — ... — J En concaténant ces deux chemins, on obtient un
chemin I, — J1 — ... — Jy — I1.

— Par minimalité, les (J;)1<i<k sont deux a deux distincts. Montrons alors que k = n — 1.

— Déja, comme les (J;)i1<i<k sont deux a deux distincts et que I' contient n — 1 sommets, on en déduit
que k <n—1.

— Supposons par 'absurde que k <n —1 :

e Si k est impair, alors f a un point de période k. En effet : Vi € [2,k], f(J;) D Ji—1, donc par une
récurrence immédiate f* (I1) D I1. Donc par la proposition 3, f a un point de période k, ce qui est
absurde par minimalité de n.

e Si k est pair, considérons le chemin
LH—1LH1—1Ih—...— 1, — 1
De méme, on obtient un point de période k + 1, alors que k + 1 est impair, absurde par minimalité
de n. On a montré ii)
j>1
ko > 2
Par le point précédent, il existe un chemin Ij4x, — ... — In_1 — I1, obtenu en tronquant le chemin

— Démontrons le deuxiéme point. Par I’absurde, supposons que ’on ait une aréte I; — I, avec

Il—>...—>Ij —)Ij+1—>...—>lj+k0—}...—}In_1—>11

I1—>...—>Ij

On a donc le chemin
Ij — Ik

De méme, il existe des chemins {

Il—>...—>Ij—>Ij+k0—>,,.—>In71—)]1

— Si ko est pair, n — ko — 2 est impair, absurde par la proposition 3.

— Si ko est impair, on consideére
L —5L —...— 1 — Il —...— 11— 11

n — ko — 1 est impair et de méme, c’est absurde par la proposition 3. On a donc montré le point ii)

f(eam) > xar4a
fleamsr) <am
Or si (a) et (b) sont des égalités, xns serait un point de période 2, absurde, car il est de période n. Ainsi (a)
ou (b) est stricte.

— Passons au dernier point. D’aprés le lemme 2, par construction on a le systéme suivant (.S) : {

11



— Supposons que (b) est stricte®. Montrons alors que f(xar) = a1 et f(@ar1) = Tar—1.

Supposons par 'absurde que f(xn) # Tamq1 ou f(Tamry1) # Tm—1.

flzam) > xmy1 done  f(zm) > Tavge

. 7 .
o Si f(xm) # xm+1 . Alors (S) devient { Faares) <z done  f(mares) < Tar

On a par conséquent : f(zap+1) < zpm—1 < oy < Zp+1 < Tm42 < flzm) (@)
Considérons & présent [zar—1,xm] et [Ty41, Trv42]. Alors :
Fe2,n—1],1; = [xpm-1,TM]
Fje2,n—1],I; = [zr+1, Trrtz)

On a évidemment i # j. Quitte a les échanger, supposons que j > 3. Par (a) et le TVI, on a
fzna, 2am+1]) D [f(zm), f(xa41] D I, ce qui est absurde par ii).
———— I
=5
e Si f(xrm41) # Tym—1, Cest le méme raisonnement.

— Si (a) est stricte, c’est encore une fois le méme raisonnement.

Conclusion n°1 : f(xm) = Trv41 et f(xpm41) = Tv—1.
Or f([xm,zm41]) D Io. Par le point iii), il suffit de montrer que [xpm—1,zm] C f(I1) pour établir que
—_—

=1
Iy = [zrm-1,2Mm]. En effet, s’il existait un autre intervalle de la forme I} = [xj,zj+1] C f([1), on aurait
I, — I, absurde par le point ii).

Parle TVI, on a [xpm—1,2m) C [f(@nm+1), f(zam)] C f(1).

Conclusion n°2 : Iy = [zy—1,ZMm]

On rappelle que par le lemme 2, on avait zpr = max{z; € O(z)|f(z;) > x;}.

On a donc f(xm) > xm et f(xm) = xam+1. Montrons que flen-1) >zm-
f@wp—1) # zm

Supposons par I'absurde que f(zap—1) < zap—1. On a alors
flem—1) <zy—1 <zm < zymyr = f(Tm)

Par le TVI, f(I2) D [f(zm—-1), f(zn)]. Notons alors f(xy—1) = x; avec 0 <4 < M — 1. De plus, f(xy) =
Tar+1, donc :
f(I2) D [zi,zm-1] D [em—1,2m+1] D I1,

Absurde car on aurait un point de période 3 (n > 5). Puis f(zam—1) # Tm, sans quoi fQ(xM_H) = M, et
fP(@ar41) = @arsa. De plus, zair = f(xar) # f(za-1). Done f(za-1) # T
Par conséquent, f(xar—1) > a2 Montrons que I'inégalité ne peut pas étre stricte.

* Supposons qu’il existe un point de I'orbite noté x;, tel que z;, € f(I2) et x;, < f(zm). L'ensemble
A = {zx € O@@)|f(xm-1) > xr > xj } est alors non vide (il contient xj, ) et fini. Notons x; son
maximum. Alors, [z, f(zm)] C f(I2). De plus, [f(xa), za+2] C f(I2), absurde par le point #ii).

f(1)

sl - |
- -]

] Jj2

[f(zrr)s f(Tari1)]

FIGURE 4 — On ne peut pas avoir z;, comme sur le dessin
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* De méme, on peut faire le méme raisonnement a droite : supposons qu’il existe un point de 'orbite noté
xj, tel que zj, € f(I2) et x; > f(xrp—1). L'ensemble A = {z, € O(z)|zj, > xr > f(zm)} est alors
non vide (il contient xj,) et fini. En considérant son minimum, on conclut de méme a une contradiction
avec le point ii).

x Conclusion : Is C [f(zum), f(zr—1)]. Supposons alors I'inégalité initiale stricte. On peut alors considérer
Tam+3, et on a alors : [f(xam), xa42] C f(12), et [xar42, xm+3] C f(12), absurde par le point 4it).

Donc f(xym—1) = Tm42, et il vient nécessairement Is = [xar41, Ta2]. Puis, par une récurrence finie on peut
montrer de méme que les I; se rangent sur I'axe réel en :

Ino1...Ikly I I3ls...In_o
— ——

pairs impairs

Ce qui aboutit a une description compléte de 'orbite périodique :

Xy Xty 1 Xy 2 X -2 Xn-1
oO——— 0 [ ] [ ] [ ]

9,7

/7
/7
/
[ ] [ ] [ ] [ ]
X1 X3 X, X Xo

FIGURE 5 — Description de l'orbite périodique

Puis on a f(x2) = ©n—2 (schéma). De plus :
fIn—s) = f([z1,22]) D In-2 = [Tn—2, Tn1]

et f(In—3) ne contient aucun autre intervalle de 'orbite, sans quoi on aurait un chemin plus court, ce
qui contredit i1). Donc xn—1 = f(y) avec y € [z1,22] or y € O(z) , donc nécessairement, y = x1, d’ou
f(xz1) = xn—1. Enfin, on a f(I,—1) D Iy Finalement, comme le montre le schéma,

f(Infl) D [mM,xn,l]

Pour achever la preuve, il suffit de remarquer que

[, Tn—1] = U Iy,

k impair

Corollaire 1

Si f admet un point de période n impaire différente de 1, alors :
— Pour tout m > n, f a un point de période m.
— Pour tout k < n pair, f a un point de période k.
Démonstration :

— Si n=3, cela a déja été démontré®. Si n > 5, donnons-nous m > n. Par le lemme 5 on a le chemin :
L—ILh—...— 1,1 — 1.

11 suffit de reboucler autant de fois sur I1 que nécessaire pour avoir f™(I1) D Iy et ainsi on a un point de
période m par la proposition 3, ce qui achéve la démonstration du premier point.

— Soit k pair tel que k < n. Alors n — k est impair donc par le lemme 5 il existe un chemin I,,_1 — I, _j.
Par conséquent, on a le chemin total :

PR

.Ir[——Pfg—P___—pf“ ,'.——p___——nf,, [——r.Ir[
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Il y a donc un "raccourci’, et ainsi on a un sous-chemin : I,_1 — Ly — In_g11 —> ... —> I_1.
De méme on obtient un point de période k par la proposition 3. [ ]

Lemme 6

Si f a un point de période paire, alors f a un point de période 2.
Démonstration : Par I'absurde, supposons que f n’ait aucun point de période 2. Soit donc x € I de période n > 2.

— Si n est impair, par le corollaire f a un point de période 2 : absurde.
— Ainsi, n est nécessairement pair. Par contraposée du lemme 4, il existe un sommet I}, distinct de I tel que
I, — I1. De plus, par le lemme 3, il existe un chemin I vers I, : [y — ... — I.
Finalement on a le chemin : Iy — ... — I, — I;. Prenons k minimal vérifiant cette propriété. Alors :
o les I; sont deux a deux distincts par minimalité de k.
e par un raisonnement analogue a la démonstration du lemme 5 :
* il n’existe par d’arrete de la forme I; — I, avec | > 2
* k=n—1
x 1l existe des arrétes de la forme I,,_1 — I2;

Par conséquent, on a le chemin I,_1 — I,,_2 (car n — 2 est pair). On a donc un chemin In—1 — In_2 —
I,,—1 et f a un point de période 2, absurde. m

Lemme 7

n

— Soit ¢ un point de période n pour f (i.e f"(c) = c). Soit h € N. Alors c est un point de période -7 pour
f (e f777 (c) = ¢).

— Réciproquement, si ¢ est un point de période m pour f" (i.e f™"(c) = ¢), alors c est un point de période
2 pour f (i.e [ (¢) = ¢) avec dlh et dAm=1

Démonstration :
— — 2 est divisible par n, donc ((f™)7*7)(c) = ¢. Montrons alors que —r est minimal.
— Soit k € N tel que f*"(c) = c. Posons m = — et montrons que mlk, ce qui suffira & conclure.
=(hAn) X
Ona{ Z:EhAZ%x;n avecq € Net (mAq) =1

Or nlkh donc m(h A'm) | kh. Donc il existe I € N tel que lm(h A m) = kh. Donc lm = kq, donc m|kp.
Or comme m N q = 1, par le théoréme de Gauss, on a bien .

— Soit ¢ de période m pour f" (en particulier, f™"(c) = c). Soit n minimal tel que f™(c) = c. Nécessairement,

n|mh, donc 3d € N tel que m = 22,

Or par le premier point du lemme, on a m = 33—, donc % =hAn,doth=dx (hAn).

noté k

Puis h An = k, donc (dk) A (mk) =k, d’ott m Ad = 1. Ainsi on a bien ¢ de période|n = "™ | avec | d|h | et
|

[Gnm=1]

Passons a présent a la démonstration compléte du théoreme de Sarkovskii, dont on rappelle I’énoncé : supposons

que f admette un point périodique de période n € N*. Alors pour tout m € N* tel que n = m, f admet un point
périodique de période m.

Démonstration: Nous allons distinguer plusieurs cas :

— Sin =1, il n’y a rien & montrer.
— Supposons que n s’écrive 2% avec k > 1. Soit m < n . Alors nécessairement, m s’écrit 2! avec 0 < | < k.

e Sil =0, par le lemme 2 ’ f a un point de période 1 |.
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e Sil >0, posons h = 3 = 2=t et g = f". On a2kl = —» donc par la premiére partie du lemme 7, g

admet un point de période , qui est pair. Donc par le lemme 6, g a un point de période 2.
dmet int de période 257! qui est pair. D le 1 6 int de période 2
B -1
r par le deuxiéme point du lemme 7, f admet un point de période 27 x2 avec d|2 . Donc
Or par le d point du I 7, f admet point de période 2 7 A2 =1

nécessairement, d = 1 et | f a un point de période 2! = m |.

— Sin = p2* avec p impair différent de 1 et k € N. Soit m < n et posons g = f2k.Tr0is cas se présentent :

_n
nA2k?

— Sim = ¢2" avec ¢ > 0 pair. Ona p = donc par le lemme 7 g a un point de période p. Appliquons le
d|2*

dhg=1

k
corollaire 1 & g : comme ¢ est pair, g a un point ¢ de période % avec { . Or q est pair, donc

nécessairement d = 1 donc | ¢ est un point de période m pour f‘

— Si m = ¢2* avec ¢ impair et ¢ > p. Cette fois, ¢ > p donc par le corollaire 1 g a un point ¢ de période ¢.
d|2*

dhg=1

Comme ¢ est impair, on n’a plus nécessairement d = 1... Cependant, on sait que d = 27 avec 0 < j < k. En
notant e = k — j, ¢ est de période ¢2° pour f. On peut alors écrire

k
Puis, par la deuxiéme partie du lemme 7, f a un point ¢ de période % avec {

m = (q2"7)2°
——
pair
On se ramene donc au cas a).
— Sim = 2" avec | < k : d’aprés le point a), f a un point de période 287! (pour ¢ = 2). Ainsi, en posant
i = 28" qui est une puissance de 2, on peut appliquer le point ii), ce qui acheve la preuve.
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6 Annexe

Démonstration de la proposition 1.
— Réflexivité :
Soit ¢ € N*. On a a = a donc a > a.
— Antisymétrie :
Soit (n,m) € N*z, et supposons que n = m et m = n.Gardons les mémes notations que dans 1’énoncé. Si
n = m, c’est terminé. Sinon, en examinant chaque cas, on aboutit rapidement & une absurdité.

— Transitivité : Soit (n,m,p) € N*S, et supposons que n > m et m = p. Introduisons quelques notations.

n = 2’02 (n) a
Ecrivons : m = 2v2(m)y
p = 2v ®e

* Sia=1b=1etva(n) >wvz(m). Onam > p, b =1 donc nécessairement ¢ = 1. De plus on a va(m) > va(p).
Par transitivité, va(n) > va(p) donc n > p (c’est le cas 1).

* Sib=1eta>2. Onam > pdonc nécessairement ¢ = 1,b = 1 et va(m) > va(p). Alors, on a ¢ = let
a > 2, et peut conclure (c’est le cas 2).

* 512 <a<betvy(n)=va(m).
e Sic =1, on peut conclure (cas 2).

e Sic>bet va(m) =wv2(p), on a en particulier 2 < a < ¢ et v2(m) = v2(p), on a donc bien n > p par
le cas 3.

e Sic>2etvy(m) < v2(p). On a ve(m) = va(n), donc a,c > 2 et va(n) < v2(p). On conclut par le
cas 4.

* Sia,b>2 et va(n) < ve(m).
e Sic =1, on conclut par le cas 2.
e Sic>betvy(m)=uvy(p),onaa,c>2etvn) <wve(m)=uwvs(p). On conclut par le cas 4.
e Sic>2et vy(m) <wy(p),onaa,c>2etvy(n) <wvs(p). On conclut par le cas 4.
— Ordre total :

. 2 A N . N o . 7’ 7’ oy . . .
Soit (n,m) € N* . Grace a l'existence et a l'unicité de la décomposition en facteurs premiers, on peut introduire
les notations de ’énoncé.

* Sin = m, on peut bien comparer n et m, car on a n = m et m = n.

* Sin#m:
e Sia=>b=1, on a nécessairement ve(n) > va2(m) ou va(n) < va(m).
e Sia#1letb=1,0onaa>2, onest donc dans le deuxieme cas.
e Sib#1eta=1,idem.

e Sia,b#1,onaa,b> 2. Siles deux valuations sont égales, on est dans le cas 3, sinon, on est dans
le cas 4.
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